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البشمهندس شهاب فرج د الاستاذ محمد عبدالفتاح 
ثالثا معادلات الكرة:- 

بفرض أن م ( مركز الكرة ) = ( ل »م ٠‏ ن ) وطول نصف قطرها نق فان لمعادلة الكرة صورتان :- 

المعادلة القياسية:- (مل )لمع نان )۱ نا 

المعادلة العامة :- س" + ص" + ع۲-۲ ل س ”7 مص - ؟ ن ع + دع ٠.‏ 


2 00 000 - معامل س فعافل صن - معامل 
ملاحظه :- لایجاد مركز الكرة من الصورة العامة م = ( ۲ 0 مع _ < (ل ۰ ۰۵ ن) 
ملاحظة :- لایجاد نصف القطر نق من الصورة العامة = مال۲ + م۲ +ن۲ - د 
ملاحظة :- هذا بشرط أن معامل س = معامل ص = معامل ع = 
الملاحظات العامة على معادلة الکرة 
۱- الكرة التي مرکزها م وتمر بالنقطة ‏ فان نصف قطرها نق = مأ 
أب 
۲ الكرة التي أ ب طرفي قطر فيها فان مركزها م هو منتصف أ ب > نصف قطرها نق = م أ > م ب = 
۳ ! ذا كانت الكرة تمس مستویات الإحداثيات الثلاثة وطول نصف قطرها نق فان مركزها م ( + نق » + نق » + نق) 
؛- الكرة تمس محاور الإحداثيات الثلاثة وطول نصف قطرها نق فان مرکزها م رجف ,+ > اقا + نق ) 
إذا كان مركز الكرة م ( ل » م ۰ ن ) والکرة تمس محور س فان نصف القطر نق = ۲2۱2 + ن۲ 
إذا كان مركز الكرة م ( ل ۰ م » ن ) والكرة تمس محور ص فان نصف القطر نق = ,إل + ن۲ 
إذا كان مركز الكرة م ( ل ۰ م » ن ) والكرة تمس محور ع فان نصف القطر نق = م,ال۲ + م۲ 
إذا كان مركز الكرة م ( ل » م ٠‏ ن ) والكرة تمس المستوي س ص فان نصف القطر نق = |ن| 
۰- إذا كان مركز الكرة م ( ل ۰ م » ن ) والكرة تمس المستوي ص ع فان نصف القطر نق = |ل| 
-١‏ الكرة تمس آوجه المکعب الذي طول حرفه ل فان ۲ نق = ل 
۲- الكرة تمر برژوس المکعب الذي طول حرفه ل فان ۲ نق = ۳۱۸ ل = قطر المکعب 
۳ الكرة تقطع محور السینات في أ ب فان لایجاد أ ب يجب أن تعوض في الصورة القياسية عن ص = ۰۰ ع = 


۲ ۰ 50 وم ۰ اج الاحدائثيات 
4 - أصغر كرة تمر بالنقط ( ل › ل » ٠)ء(»٠‏ ۰( ۰ ل ) فان مرکزها م ےک د 


5 
15-أصغر كرة تمر بالنقط ( ل » ل » ٠)ء()‏ 0 لءل)ء(ل» 0 ۰ ) فان نصف قطرها تق | مک 
5 موضع النقطة أ بالنسبة للكرة: إذا كان م أ > نق فإن أ تقع خارج الكرة.م أحنق تقع علي الكرةءم أ<نق تقع داخل 
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البشمهندس شهاب فرج مراجعه الاستاذ محمد عبدالفتاح 
۷- علاقة الکرتان :- أولا لابد إيجاد م » نق, » مب » نق, ثم تطبیق ما يلي 

-١‏ م م, = نق, + نق, فان الکرتان متماستان من الخارج 

؟- م مم = نق, - نق, فان الکرتان متماستان من الداخل حيث نق, > نق, 

۳- م م, > نق, + نق, فان الكرتان متباعدتان 

-٤‏ نق, - نق, < م, م, < نق, + نق, فان الكرتان متقاطعتان 

-٥‏ م م, < نق, - نق, فان الكرتان متداخلتان 

3 ۲ 

۸ مساحة الكرة = ؛ ع نق۲ 1 حجم الكرة = س 17 نق" 
٩‏ عدد الكرات التي تمس محاور الاحداثيات الثلاثة وطول نصف قطرها نق تساوي ۸ 
١‏ - كرة نصف قطرها نق و التي تمر برؤوس مكعب مرسوم داخلها فان المساحة الكلية للمكعب = ۸ نق" 
رابعا المتجهات :- 
و المتجه الصفري ( ۰۰ ۰۰ ٠‏ ) وأيضاً يمكن تسميته بنقطة الاصل 
إذا كان أ( ل » م » ن ) فإنه يمكن كتابته بدلاله متجهات الوحدة الاساسيه أ = ل س + م ص + ن ع 


ويسمي ل مركبة ( مسقط ) أ في اتجاه محور س ۰ ويسمي م مركبة ( مسقط ) أ في إتجاه محور ص ويسمي ن 
مركبة ( مسقط ) أفي اتجاه محور ع 


المتجه 


متجه الوحدة : هو متجه معیاره الواحد الصحیح بمعني إذا كان أ متجه وحدة فان ۳ داءيء 22 


-: زوایا الاتجاه مع محاور الاحدائیات هي ( 0س 0۰ س ۰ 0ع ) فان توجد ۳ علاقات هامة‎ -١ 
۲ 2,0 جتا ٴ0 + جتا' 0ے + جتا 0ء = ۰۱ جتا 01 ى + جتا 0۲ اس + جتا 0۲ = -21 جا" 0.+جا 0.+ جا"‎ 


۲ ك || = إك| ۱ | حيث ك مجهول مطلوب إيجادة بينما لو كان بدل ك رقم موجب أو سالب فإنه يخرج + 


١ ۲‏ 
المتجه يصنع زوايا مقساوية مع محاور الاحدافیات فان جتا0 ی = جتا0 س = جتا0 ع < + رم" 


إذا كان ل زاوية يصنعها المتجه مع المستوي ص ع فإن: 0 = ٩۰‏ - ل 
إذا كان م زاوية يصنعها المتجه مع المستوي س ع فان: 0ے = ٩۰‏ -م 
إذا كان ن زاوية يصنعها المتجه مع المستوي س ص فإن: 0ء = ٩۰‏ - ن 
إذا كانت هی + 0ے = ٩۰‏ ° فان 0ع = ۹۰ 
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البشمهندس شهاب فرج د الاستاذ محمد عبدالفتاح 


۸- في المثلث أ ب ج وكان أ د متوسط خارج من الرأس فان | ب + أج = ۲ أد 
4- إذا كان معطي أب دعق اعلقة ارريطة یه آب +بج ساك 


ف 


٠‏ إذا كان | متجه غير صفري » اج أل فيك // ج دانما 


-١‏ لو كان معطي مقدار ( معيار ) المتجه أ وطلب إيجاد هذا المتجه في صورة إتجاهية أ فانه يوجد ۳ حالات:- 


-١‏ أ 35 | × متجه الوحدة الذي يعمل فيه أ علي سبیل المثال اذا ۳۱۳ - ۱۵ ويعمل في اتجاه ب ج حيث 


٩۰۰ ۰۳ ( 2‏ ) + ج(۳۰۱۰۱) فان | = || || x‏ 5 ۹ > حيث ب ج = ج - ب 
بج 


NEE‏ جتا0.ى س + أ ج س ص + || أ ||جتا0 ع ع > خد بالك أنه ممكن يديك 0س ۰ 6س بس 


وأنت تعوض ف العلاقة الرابطة بينهم وتجيب 0ع كما يلي :- 


جتا" ی + جتا' 0ے + جتا 6ع = 


۳ برضه هيشغل زوايا بس هو عفريت ومش هيديهالك بصورة مباشرة ركز معايا كويس :- 


0-7 


| = || | |إجا ۵, جتا 0, س + || |إجا و, جا 0, ص + || | |إجتاه , ع 


عه 


ملاحظة لتثبيت معلومة - | = (لءمءن) فان:- جتا0.ى = 
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البشمهندس شهاب فرج د الاستاذ محمد عبدالفتاح 


خامسا الضرب القياسي:- 


إذا كان أ = ( س, . ص, ٠‏ ع )ء ب = ( س, ء ص, »ء ع,) » © الزاوية بين المتجهين :- 


O ۳۹‏ ب = س, س, + ص, ص + ع, ۲۶ 
| وب - || ۱ | | ب| جاه 


أ وب > ٠‏ إذا كانت 0 زاوية حادة 

أ وب < ۰ إذا كانت 0 زاوية منفرجة 

| © ب = ۰ ذا كانت و < ۹۰ ۰ أي أن المتجهین أ ب متعامدان 

الاسهم في الاشکال الهندسية لو داخلین أو خارجیبن مع بعض فان أ © ب = 

الاسهم في الاشکال الهندسية لو واحد داخل وواحد خارج فان أ © ب > - || ۱ || || ب|| جتا 0 
سس 


یج الزاوية بين اللمتجهين يونا و د أي عبد لخدام 


فعا اص العا ا 

ان ااا بس وس <۱.ص وص ة نمع نع <۱.س وص د 
۱ س © ع <۰.ص © ع = ٠‏ لأن س » ص ۰ ع متعامدين وبالتالي الزاوية 0 = ٩۰‏ ° 
دسف |1 1ب | |٤| ١‏ شد | آ جب] 11٠‏ جب +ع یمد 
oT‏ 

e+ ++ ||‏ | ع[۱ ا ۰ب هب 0ج +60۱۲ 


-1١ 5‏ إذا كانت اپ" . ج مثجهات مثعامدة ع على فن 1 مب عب 6 ج 12 0 6 - 
8 التطبيقات على رد سای : ایجاد الشغل المبذول من القوة (ش ) عق ج ف حیث ف 


ق : متجه القوة ا ا فمثلا إذا تحرك الجسم من نقطة أ الي ب فان ف = ب - أ 
-١5‏ لاحظ لو مديك ق كمقدار والمفروض نحولها لمتجه بأي حالة من ال ۳ حالات علي حسب المعطيات اللي 
مديهالك سواء زوايا أو خط عمل القوة ونقاط تأثيره 
۷- الزاوية 0 بين المتجهين 3 [ ٠ ٠‏ 1۲ ] 
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البشمهندس شهاب فرج . الاستاذ محمد عبدالفتاح 


سادسا الضرب الاتجاهی :- 
إذا كان أ = (ل له ب = ( ۵۰۵ و) > 0 الزاوية بين المتجهين : 
اس ضن)ا) a‏ -د مس سا 
-١‏ أ ©بدزال م وا|ع(مو-دن)س -(لو-ك4ن)ص + (ل‌د- کم ) ع 
- د و 
'- ]أ © || اباجو 
۲- لو طلب المتجه العمودي E‏ ب هو[ و6 ب 
أ ® ب 


۳9 ب هو ي‎ ۰ ١ لاحظ الفرق لو طلب منك متجه الوحدة العمودي علي‎ ٤ 
ب60١‎ 


أ© ب 
ریم ۱-۵ + أو جيب الزاوية 
۳۱/۳ 5 
1- | © ب =- ب © أءأ © آعو.س © ص دع .ص © س ددع 


۷ أ = ول ٠م)ء‏ =( و) فان أ © ب ع (ل و -مك)ع 


4- إذا كان أ// ب فان أ © ب دو ۴ © ب |= صفر . * = ۶ب ۵ 
0 و 


| مساحة متوازي الاضلاع الذي فيه [. ب ضلعان متجاوران = ]أ 69 ب‎ -٩ 


= “١ o o oT 
|| مساحة متوازي الاضلاع الذي فيه أ > ب قطران = ج |[ © ب‎ 


0 أ“ - 
5 مساحة المثلث الذي فيه أء ب ضلعان متجاوران تم ||أ © ب || 


ات أ = (ل مان )عو A)‏ > ج -(فءقءي ) فان الضرب الثلاثي القياسي- 
ن 
و |= ل ( د ي -ق و ) - م( كي -ف و )+ ن ( كق -فد) 
ف ق ي 
وهو ما يسمي حجم متوازي السطوح = مساحة القاعدة × الارتفاع 
حجم الهرم = + || © ب © ج| 
إذا كان أ + ب = أ © ب فان أء ب معكوس جمعي للاخر فمثلا أ ( ل » م » ن ) فإنب ( - ل.- م»- ن) 
|| © ب || = أ و ب فإن و = ه؛ ٠»‏ 
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أ رل م۰ ن) نقطة معلومة علي المستقيم ك: ثابت عدد حقيقي » ها (۰ب › ج ) : متجه إتجاه 
المستقیم فان الصور المختلفه‌هي :- 


۱ 
0 


1 
E. 
3 


۳ الصورة الاحدائیه -٠‏ 


۱ متعامدان 


۳- متوازيان 


۳ متقاطعان أو متخالفان :- هنا يجب التركيز وركز فى الخطوات التالية 


e 5 i 5 ۳‏ فى مو و 3 5 4 4 
3 9 3 
| لِ ۳ 4 8 ۰ ی 
7 00 5 ميو ه له 
8 . 
ل 7 م يب ۰ 
5 و + 
8 5 
لا ۳3 و 0 
٠ 7 ۳‏ ه 
لا لِ 
لا ب ۰ ٠ه‏ 
لا 7 ۰ 
لا 05 4 î‏ 
۳ ۰ 6 م 4 نهر ا ۰ 4 ۰ ۰ ۰ 4 
o. |‏ 0 0 ف 4 
8 ۰ 
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مثال :- إذا كانت النقطة ( ۲ ۰ - ١‏ > ) والمستقيم ل الذي معادلته هي ر = ( e١‏ = ۲) + ك ( ۰۲ ۲ ۱-۰ ) 
۱- آوجد مسقط النقطة ( ۲ - ۰۱ ۳ ) علي المستقیم ل 
۲- آوجد معادلة المستقیم المار بالنقطة ( ۲ ۰۱-۰ ۳ ) ویقطع المستقیم ل علي التعامد 
۳ آوجد صورة النقطة ( ۰۱-۰۲ ۳ ) بالانعکاس في ل (۳۱۱۰۰۲) 


5 (۲۰۱-۱) 
.. ج = ( +١‏ ۲ ۱۰۵+ ۲ ۰ ۲ - ك) لایجادها لابد من ایجاد متجه اتجاه المستقیم أ ج ولیکن هم , 
حيث هذا المستقيم هو الذي يقطع ل الذي متجه إتجاهه رادید 7۳027 55555555 
هم =أج=ج- 2( ۲۰۱-۵۲ ۵ .-ك-١)ل‏ هھ 2 (۱۰۲۰۲) 


۱ 


هرن ه؛ =(ك-1)+!(1ك)-(-ك-ا)=› 2 .كعدو 


١١ - 
4 


VN‏ بے 
معادلة المستقيم = ( ۲ ۰۱-۰ ۲ ) +ك, ( > › ۾ ٠-س-‏ ) مطلوب > ۲ ويمكن تبسيط ه, 


o 


4 + مه هب كه ۰ ۰ 5 ٤ ۶ a‏ 
صورة النقطة بالانعکاس في ل = ۲ المسقط - النقطة = ۲ ج أ = 0 07 
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إذا كانت أ ( س, » ص, »ء ع, ) نقطه تقع في المستوي ر »ن (۰ب » ج ) متجه عمودي علي المستوي فان 
الصور المختلفه لمعادلة المستوي : 

ا الصورة المتجة : ن © ر دن 10 ۰1(۰ب۰ع) © (سء ص »ع ) = أس, + ب ص +جع, 
۲- الصورة القياسية : أ ( س - س , ) + ب ( ص - ص, ) + ج (ع -ع) ٠2‏ 

0 حيث د > - ن‎ , ١ الصورة العامة : أ س + ب ص + ج ع + دح‎ ٣ 


-١‏ إذا كان المستوي المطلوب يوازي المستوي الذي معطي معادلته فإن: ن, > ن, 
إذا كان المستوي المطلوب عمودي علي المستقيم الذي معطي معادلته فان: ن = ها 
مستوي مار بثلاث نقط أ . ب . ج ٠‏ ن = أب © اج > و نأخذ أي نقطة من ال ۳ نقاط 
المستوي المار بالنقطة أ ويحوي المستقیم 2 فان: ن = آب © امه 
مستوي يحوي مستقیمین متقاطعاتین متجه إتجاههما ه , ۰ ه, فان: ن 2 ه 6۵ هی 


ار الت E‏ ۱ هار عب + گم ههء فان: انع أب © ۳۹ 


مستوي عمودي علي مستویین متجه الاتجاه العمودي لهمان, 2 5 فإن: = ن, ® 5 
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مستوي يحوي المستقيم ر, = أ + ك, ه , ويوازي المستقیم ر؛ = ب + كم هم فان : 


ن 2۶ هھ © ھم دن 2 أب © د 
مستوي يحوي المستقيم ر, = أ + ك, ه ,.عمودي علي المستوي متجه العمودي له ن, فان ن =ھ , © 3 
إن 01 ن2| 


۰ الزاوية بين المستویین الذي ن, › ن, متجهي العمودي علي المستویین فان جتا 0 1 
3 3 


1 إن © ه] 
١‏ الزاوية بين مستقيم ومستوي = 0-٩۰‏ .حيث چتا 0 - سس 


اه 


۱ 22+ معادلة المستوي المار بالاجزاء المقطوعة أ » ب » ج هي: = + ك‎ -١ ١ 
€ 3 


۳ 2 کڪ 
۳ لایجاد مساحة المثلث بالاجزاء المقطوعة أ » ب » ج > ۷ |آب وا | 


٤‏ - معادلة خط تقاطع المستویین نوجد آولان > ن, © ن, ثم نوجد نقطة تقاطع بين المستویین بالفرض مثلا 
س = ۱ ونحل المعادلات ونوجد ص » ع 

6 لایجاد نقطة تقاطع مستقیم ومستوي آولا نوجد المعادلات البارامترية للمستقیم بدلاله ك ویتم التعویض بها 
في معادلة المستوي وإيجاد قيمة ك 


۰ = متعامدان : ن, © ن,‎ -١ 
ن, دو عن < كنم‎ © E ۲ 


daresouli.com 


مركز الدائرة : هو مسقط مركز الكرة علي المستوي وبالتالي يجب معرفة إيجاد مسقط نقطة علي المستوي 


نفرض أن مسقط النقطة أ علي المستوي هي نقطة د وبالتالي تكون نقطة د تقع في المستوي وتقع علي 


الخط المستقيم أ د وبالتالي نوجد نقطة تقاطع المستقيم والمستوي د › مع العلم أن أ د عمودي علي المستوي 


د = أ + ك ن وبالتعويض في معادلة المستوي 


صورة النقطة = ۲ المسقط ( د ) - النقطة 


حول محور س = ( ل ›-م۰- ن ) 
حول محور ص = ( - ل › م۰ -ن ) 
حول محور ع = ( - ل ›- م »ن ) 
حول المستوي س ص = ( ل ۰ م۰ -ن ) 
حول المستوي ص ع = ( - ل ›م›ن) 
حول المستوي س ع = (ل٠-مءن)‏ 
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